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SUR UNE CONJECTURE DE MUKAI
LAURENT BONAVERO, CINZIA CASAGRANDE, OLIVIER DEBARRE, STE´PHANE DRUEL
Re´sume´. Ge´ne´ralisant une question de Mukai, nous conjecturons qu’une varie´te´ de Fano X de
nombre de Picard ρX et de pseudo-indice ιX ve´rifie ρX(ιX − 1) ≤ dim(X). Nous de´montrons cette
conjecture dans plusieurs situations : X est une varie´te´ de Fano de dimension ≤ 4, X est une varie´te´
de Fano torique de dimension ≤ 7 ou X est une varie´te´ de Fano toriques de dimension arbitraire
avec ιX ≥ dim(X)/3 + 1. Enfin, nous pre´sentons une approche nouvelle pour le cas ge´ne´ral.
Abstract. Generalizing a question of Mukai, we conjecture that a Fano manifold X with Picard
number ρX and pseudo-index ιX satisfies ρX(ιX − 1) ≤ dim(X). We prove this inequality in several
situations : X is a Fano manifold of dimension ≤ 4, X is a toric Fano manifold of dimension ≤ 7 or
X is a toric Fano manifold of arbitrary dimension with ιX ≥ dim(X)/3 + 1. Finally, we offer a new
approach to the general case.
Introduction
Soit X une varie´te´ de Fano, c’est-a`-dire une varie´te´ projective lisse dont le fibre´ anticanonique
−KX est ample, de´finie sur C. Notons ιX le pseudo-indice de X, c’est-a`-dire le plus petit entier
de la forme −KX · C ou` C est une courbe rationnelle de X, et ρX le nombre de Picard de X.
L’indice rX de X est le plus grand entier m tel qu’il existe un fibre´ en droites L satisfaisant
−KX = mL dans Pic(X) ; c’est un nombre particulie`rement adapte´ a` l’e´tude des varie´te´s de Fano
X avec ρX = 1, tandis le pseudo-indice nous semble plus adapte´ a` l’e´tude des varie´te´s de Fano
X avec ρX ≥ 2 (penser par exemple aux produits d’espaces projectifs). Mukai a propose´ dans
[Mu88] l’ine´galite´ ρX(rX − 1) ≤ dim(X), ve´rifie´e en dimension ≤ 3 a` l’aide de la classification.
Nous proposons plus ge´ne´ralement l’ine´galite´
(∗) ρX(ιX − 1) ≤ dim(X)
avec e´galite´ si et seulement si X ≃ (PιX−1)ρX , en partie motive´s par le
The´ore`me ([Wi90]). Soit X une varie´te´ de Fano de dimension n, d’indice rX et de pseudo-indice
ιX . Si 2ιX > n+ 2, on a ρX = 1. Si 2rX = n+ 2, on a ρX = 1 sauf si X ≃ (P
ιX−1)2.
D’apre`s la the´orie de Mori, une varie´te´ de Fano X de dimension n ve´rifie toujours ιX ≤ n+1.
Si ιX = n+ 1, on a X ≃ P
n d’apre`s un re´sultat de Cho, Miyaoka et Shepherd-Barron ([CMS00])
dont une de´monstration simplifie´e se trouve dans [Ke01].
Dans ce travail, on se propose de montrer l’ine´galite´ (∗) lorsque X est une varie´te´ de Fano de
dimension 3 ou 4 (l’ine´galite´ (∗) est ve´rifie´e directement en dimension 2) et lorsque X est une
varie´te´ de Fano torique de pseudo-indice au moins e´gal a` dim(X)/3 + 1.
L’ine´galite´ (∗) peut eˆtre ve´rifie´e directement pour les varie´te´s de Fano de dimension 4 et
d’indice au moins 2, dont la classification est e´tablie par exemple dans [IP99].
Date: 2002.
Mots cle´s : varie´te´s de Fano, the´orie de Mori, ge´ome´trie torique.
Classification A.M.S. : 14J45, 14E30, 14M25.
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Nous de´montrons, sans utiliser les re´sultats de classification des varie´te´s de Fano de dimension
3 ou 4, le re´sultat suivant, nouveau dans le cas des varie´te´s d’indice 1 et de pseudo-indice au
moins 2 :
The´ore`me. Si X est une varie´te´ de Fano de dimension 3 ou 4, de pseudo-indice ιX et de nombre
de Picard ρX , on a ρX(ιX − 1) ≤ dim(X). Si ρX(ιX − 1) = dim(X), on a X ≃ (P
ιX−1)ρX .
Dans la situation torique, nos re´sultats principaux sont :
The´ore`me. Soit X une varie´te´ de Fano torique de dimension n, de pseudo-indice ιX et de
nombre de Picard ρX . Si 3ιX ≥ n + 3, on a ρX(ιX − 1) ≤ n. Si de plus ρX(ιX − 1) = n, on a
X ≃ (PιX−1)ρX .
The´ore`me. Soit X une varie´te´ de Fano torique de dimension n ≤ 7, de pseudo-indice ιX et de
nombre de Picard ρX . On a ρX(ιX − 1) ≤ n. Si ρX(ιX − 1) = n, on a X ≃ (P
ιX−1)ρX .
Les me´thodes utilise´es sont celles de la the´orie de Mori, dont nous rappelons plus bas quelques
uns des re´sultats ou de´finitions. Mentionnons les deux re´sultats suivants obtenus au cours de la
de´monstration des the´ore`mes pre´ce´dents et qui ont leur inte´reˆt propre.
Proposition. Soit X une varie´te´ de Fano de dimension n, de nombre de Picard ρX ≥ n et
de pseudo-indice ιX ≥ 2. Si toutes les contractions extre´males de X sont des fibrations, X est
isomorphe a` (P1)n.
The´ore`me. Soit X une varie´te´ de Fano de dimension n ≥ 4. Si toutes les contractions extre´males
de X sont ou bien des e´clatements lisses de centre une courbe lisse ou bien des fibrations de
dimension relative 1 et que X posse`de au moins une contraction extre´male birationnelle, on a
ρX ≤ 3.
Nous pre´sentons enfin une approche possible, en toute dimension, ou` l’ine´galite´ (∗) de´coulerait
de l’existence de certaines chaˆınes de courbes rationnelles. Le re´sultat suivant fournit une moti-
vation supple´mentaire en direction de la conjecture de Mukai ge´ne´ralise´e.
The´ore`me. Soit X une varie´te´ de Fano de dimension n, de nombre de Picard ρX et de pseudo-
indice ιX . S’il existe des familles propres irre´ductibles V
1, . . . , V ρX de courbes rationnelles irre´-
ductibles sur X dont les classes dans N1(X)Q sont line´airement inde´pendantes et des courbes
C1, . . . , CρX avec [Cj] ∈ V j pour tout 1 ≤ j ≤ ρX et C
j ∩ Cj+1 6= ∅ pour tout 1 ≤ j ≤ ρX − 1,
on a ρX(ιX − 1) ≤ n.
1. Notations
1.1. Si X est une varie´te´ projective, on note
N1(X)Q = {
∑
i
aiCi | ai ∈ Q, Ci courbe irre´ductible de X}/ ≡
ou` ≡ de´signe l’e´quivalence nume´rique. Le coˆne de Mori, ou coˆne des courbes effectives, est le
sous-coˆne de N1(X)Q de´fini par
NE(X) = {Z ∈ N1(X)Q | Z ≡
∑
i
aiCi, ai ≥ 0}.
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Si E est un diviseur et R une areˆte de NE(X), la notation E · R > 0 (resp. E · R = 0) signifie
E · C > 0 (resp. E · C = 0) pour toute courbe C de X telle que [C] ∈ R. La partie de NE(X)
situe´e dans le demi-espace ouvert {−KX > 0} est localement polye´drale et pour toute areˆte R
de NE(X) telle que −KX · R > 0, il existe un morphisme ϕR : X → XR a` fibres connexes,
appele´ contraction extre´male, de X sur une varie´te´ projective normale XR tel que les courbes
irre´ductibles contracte´es par ϕR sont exactement celles dont la classe dans N1(X)Q appartient a`
R.
• Soit dim(XR) < dim(X) ; on dit que ϕR est une fibration, et ρXR = ρX − 1.
• Soit ϕR est birationnelle, son lieu exceptionnel est un diviseur irre´ductible E tel que E ·R <
0 : on dit que ϕR est une contraction divisorielle, et ρXR = ρX − 1.
• Soit ϕR est birationnelle, son lieu exceptionnel est de codimension > 1 dans X : on dit que
ϕR est une petite contraction.
Si X est une varie´te´ de Fano, le coˆne NE(X) est polye´dral et si ϕR : X → XR est une contraction
extre´male, NE(XR) est engendre´ par les ϕR(R
′) ou` R′ de´crit l’ensemble (fini) des areˆtes de NE(X).
1.2. Rappelons un re´sultat de Wi´sniewski ([Wi91], Theorem (1.1)) sur le lieu d’une contraction
extre´male. Soit ϕR : X → XR une telle contraction, d’areˆte R. Notons ER le lieu de X couvert
par les courbes contracte´es par ϕR et
l(R) = min{−KX · C | C courbe rationnelle contracte´e par ϕR}
la longueur de R. Pour toute composante irre´ductible F d’une fibre non triviale de ϕR, on a
2 dim(ER) ≥ dim(ER) + dim(F ) ≥ dim(X) + l(R)− 1 ≥ dim(X) + ιX − 1.
1.3. Nous utiliserons aussi le re´sultat suivant : soient X une varie´te´ de Fano, R une areˆte de
NE(X) et ϕR : X → XR la contraction associe´e. Si toutes les fibres de ϕR sont de dimension 1,
XR est lisse ([An85], Theorem 3.1(ii)) et une fibre ge´ne´rale F de ϕR est une courbe rationnelle
lisse qui ve´rifie −KX · F = 2 ≥ ιX . Deux cas sont alors possibles :
• soit ϕR est une fibration en P
1 et XR est une varie´te´ de Fano ([KMM92], Corollary 2.9) ;
• soit ϕR a au moins une fibre singulie`re et ιX = 1.
2. La dimension trois
2.1. Ve´rifions l’ine´galite´ (∗) en dimension 3. Le seul cas non trivial et non couvert par le re´sultat
de Wi´sniewski est donne´ par la
Proposition 2.2. Soit X une varie´te´ de Fano de dimension 3. Si ιX = 2, on a ρX ≤ 3.
De´monstration. Supposons ρX ≥ 4. La varie´te´ X posse`de au moins 4 contractions extre´males
distinctes qui ne peuvent pas toutes eˆtre des fibrations ([Wi91], Theorem (2.2)). Les contractions
extre´males sont comple`tement de´crites par Mori ([Mo82], Theorem 3.3) et seule la contraction
birationnelle lisse de centre un point est de longueur au moins 2. Cette possibilite´ est par exemple
exclue par la classification des varie´te´s dont l’e´clate´e en un point est de Fano ([BCW01]).
Toujours en dimension 3, le cas d’e´galite´ dans l’ine´galite´ (∗) est caracte´rise´ par la
Proposition 2.3. Si ρX(ιX − 1) = dim(X) = 3, on a X ≃ (P
ιX−1)ρX .
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De´monstration. Si ρX = 1 et ιX = 4, la varie´te´ X est isomorphe a` P
3 ([CMS00], [Ke01]). Sup-
posons ρX = 3 et ιX = 2 et conside´rons une contraction extre´male ϕ : X → Z. Si ϕ est divisorielle
de lieu exceptionnel E, alors ϕ(E) est une courbe (cf. 1.2) et ϕ s’identifie a` l’e´clatement d’une
courbe lisse dans la varie´te´ lisse Z ([Mo82], Corollary 3.4.1), ce qui est absurde puisque ιX = 2.
Les contractions extre´males sont donc toutes des fibrations et le re´sultat annonce´ est donne´ par
la proposition qui suit.
Proposition 2.4. Soit X une varie´te´ de Fano de dimension n, de nombre de Picard ≥ n et de
pseudo-indice ≥ 2. Si toutes les contractions extre´males de X sont des fibrations, X est isomorphe
a` (P1)n.
De´monstration. Montrons la proposition par re´currence sur n, le cas n = 1 e´tant imme´diat.
Par [Wi91], Theorem (2.2), toutes les contractions extre´males sont de dimension relative 1 et il
y en a exactement n : le coˆne NE(X) est donc simplicial. Notons R1, . . . , Rn ses areˆtes. Pour
1 ≤ i ≤ n − 1, le coˆne Vi = R1 + · · · + Ri est une face extre´male de NE(X) dont on note
ϕi : X → Zi la contraction. Par le lemme de rigidite´, ϕi+1 se factorise en X
ϕi
→ Zi → Zi+1.
L’inclusion Vi ⊂ Vi+1 e´tant stricte, on a dim(Zi) > dim(Zi+1). On en de´duit dim(Zn−1) = 1 et
Zn−1 est isomorphe a` P
1.
Pour 1 ≤ i ≤ n, on conside`re la contraction ϕRi : X → Wi. Les fibres de ϕn−1 et de ϕRn se
coupent en un nombre fini de points. Le morphisme ϕRn est donc e´quidimensionnel de dimension
relative 1. Il en re´sulte que Wn est une varie´te´ de Fano lisse (cf. 1.3) et que ϕRn est une fibration
en P1 puisque ιX ≥ 2. Comme toute areˆte de NE(Wn) est image d’une areˆte de NE(X), le coˆne
NE(Wn) est simplicial et toute contraction extre´male de Wn est une fibration.
Lemme 2.5. Soit π : X → Y une fibration en Pr entre varie´te´s projectives et lisses. On suppose
que X est une varie´te´ de Fano. Alors,
(a) Y est une varie´te´ de Fano et ιY ≥ ιX ;
(b) si Y ve´rifie (∗), il en est de meˆme de X ;
(c) si ιY = ιX et que P
1 → Y est une courbe de degre´ anticanonique ιY , le produit P
1 ×Y X est
isomorphe a` P1 × Pr.
De´monstration. Par [KMM92], Corollary 2.9, Y est une varie´te´ de Fano. Soit P1 → Y une courbe
de degre´ anticanonique ιY . Comme H
2(P1,O∗
P1
) est nul, il re´sulte de [Gr68], § 8, que la fibration
P1 ×Y X → P
1 est isomorphe au projectifie´ d’un fibre´ vectoriel E =
⊕r
i=0OP1(ai) sur P
1, ou` les
ai sont des entiers positifs avec a0 = 0. Si Ci est la section de P(E) → P
1 de´finie par le fibre´
quotient OP1(ai) de E, on a −KP(E)/P1 ·Ci = −rai, d’ou`, en notant g la compose´e P
1 → Ci → X,
ιX ≤ −KX ·g∗Ci = −π
∗KY ·g∗Ci−KX/Y ·g∗Ci = ιY −g
∗KX/Y ·Ci = ιY −KP(E)/P1 ·Ci = ιY −rai
ce qui prouve (a) et (c).
Montrons (b). On a ρY = ρX − 1, d’ou`, en utilisant (a),
(ρX − 1)(ιX − 1) ≤ ρY (ιY − 1) ≤ dim(Y ) = dimX − r.
Si C est une droite contenue dans une fibre de π, on a −KX ·C = r+ 1, de sorte que ιX ≤ r+ 1
et
ρX(ιX − 1) ≤ ιX − 1 + dim(X) − r ≤ dim(X),
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ce qui prouve (b).
On a donc ιWn ≥ 2 et par hypothe`se de re´currence, Wn est isomorphe a` (P
1)n−1. De plus,
l’image re´ciproque de toute droite du type P1 × {t2, . . . , tn−1} est isomorphe a` (P
1)2. Puisque
NE(X) est simplicial, la contraction ϕR1+Rn est la compose´e de ϕRn et d’une projection p :
Wn → (P
1)n−2 ; de meˆme, ϕn−1 est la compose´e de ϕRn et d’une projection Wn → P
1. On a ainsi
un diagramme commutatif
X
ϕn−1
wwoo
o
o
o
o
oo
o
o
o
o
o
o
o
ϕR1+Rn
))SS
SS
SS
SS
SS
SS
SS
SS
SS
ϕR1

ϕRn
// Wn ≃ (P
1)n−1
p

P1 W1 ≃ P
1 × (P1)n−2
p2
//
p1
oo (P1)n−2
ou` p1 et p2 sont les deux projections. L’image re´ciproque d’un point de (P
1)n−2 par ϕR1+Rn est
isomorphe a` (P1)2, les restrictions de ϕR1 et ϕRn e´tant les projections sur chacun des facteurs.
En d’autres termes, une fibre de ϕRn est envoye´e isomorphiquement par ϕR1 sur le facteur P
1 de
W1. Cela signifie que le degre´ du morphisme produit
ϕn−1 × ϕRn : X → P
1 × (P1)n−1,
qui est le degre´ de la restriction de ϕn−1 a` une fibre ge´ne´rale de ϕRn , vaut 1. Ce morphisme e´tant
fini, c’est un isomorphisme et la preuve de la proposition est acheve´e.
3. La dimension quatre
3.1. Montrons l’ine´galite´ (∗) en dimension 4. Une remarque essentielle est que sur une varie´te´ de
Fano de dimension 4 et de pseudo-indice ≥ 2, il n’y a pas de petite contraction (cf. 1.2).
Proposition 3.2. Soit X une varie´te´ de Fano de dimension 4. Si ιX = 3, on a ρX ≤ 2.
De´monstration. Supposons ρX ≥ 3. Les fibrations extre´males sont de dimension relative au moins
2 (cf. 1.2) et il y en a donc au plus 2 ([Wi91], Theorem (2.2)). Il existe ainsi au moins une
contraction divisorielle contractant son lieu exceptionnel sur un point (cf. 1.2). Il en re´sulte
l’existence sur X d’une contraction lisse de centre de codimension 2 ([Wi91], Corollary (1.3)), ce
qui est absurde puisqu’une telle contraction est de longueur 1.
Le re´sultat principal de cette section est le
The´ore`me 3.3. Soit X une varie´te´ de Fano de dimension 4. Si ιX = 2, on a ρX ≤ 4.
3.4. Quelques lemmes interme´diaires. La de´monstration du the´ore`me 3.3 repose sur les
lemmes suivants.
Lemme 3.5. Une varie´te´ de Fano X de dimension 4, de pseudo-indice 2 et de nombre de Picard
≥ 5 n’a pas de fibration extre´male ϕ : X → Y dont toutes les fibres sont de dimension 1.
De´monstration. Raisonnons par l’absurde. Le morphisme ϕ : X → Y est une fibration lisse car
ιX = 2, de sorte que Y est une varie´te´ de Fano lisse de dimension 3 d’apre`s 1.3. Puisque ρY ≥ 4,
il existe une contraction lisse π : Y → Z de centre une courbe lisse ([MM81], Theorem 5). Toute
courbe de Y contracte´e par π est une courbe rationnelle de fibre´ normal dans Y e´gal a` O(−1)⊕O,
donc de degre´ anticanonique 1. Ceci, avec le lemme 2.5, contredit l’hypothe`se ιX = 2.
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Lemme 3.6. Soit X une varie´te´ de Fano de dimension 4, de pseudo-indice 2 et de nombre de
Picard ≥ 5. Toute contraction extre´male X → Y est ou bien une contraction divisorielle lisse de
centre une courbe, autrement dit est l’e´clatement d’une varie´te´ lisse Y le long d’une courbe lisse
de Y , ou bien une fibration de dimension relative 1.
Dans le cas d’une fibration, le lemme 3.5 montre qu’il y a au moins une fibre de dimension 2.
De´monstration. Remarquons tout d’abord que les fibrations extre´males X → Y ve´rifient toutes
dim(Y ) = 2 ou dim(Y ) = 3. En effet, si dim(Y ) = 0 (resp. dim(Y ) = 1), on a ρX = 1 (resp.
ρX = 2). D’autre part, comme dim(X) = 4 et ρX ≥ 5, il y a au moins une contraction extre´male
divisorielle ([Wi91], Theorem (2.2)).
Soient ϕ : X → Y une telle contraction et E son diviseur exceptionnel. Les fibres non triviales
de ϕ sont de dimension ≥ 2 (cf. 1.2). Si dim(ϕ(E)) = 0, il existe sur X une fibration extre´male
dont toutes les fibres sont de dimension 1 ou une contraction extre´male birationnelle lisse de centre
de codimension 2 ([Wi91], Corollary (1.3)), ces deux situations e´tant exclues respectivement par
le lemme 3.5 et par l’hypothe`se ιX = 2. Ainsi, dim(ϕ(E)) = 1 et ϕ s’identifie a` l’e´clatement d’une
varie´te´ lisse Y le long de la courbe lisse ϕ(E) ([AW98], Theorem 4.1).
Ve´rifions enfin qu’il n’existe pas de fibration extre´male π : X → S ou` S est une surface.
Supposons qu’une telle fibration existe ; S est alors une surface lisse ([ABW92], Proposition 1.4.1)
et une fibre non triviale F de ϕ est isomorphe a` P2. Puisque ϕ|F : F → S est fini, S est e´galement
isomorphe a` P2 ([La83]), de sorte que ρX = 2, ce qui est absurde.
Le re´sultat suivant pre´cise le cas des e´clatements de centre une courbe lisse.
Proposition 3.7. Soit X une varie´te´ de Fano de dimension n ≥ 4 et de pseudo-indice ιX ≥ 2.
Si π : X → Y est l’e´clatement d’une varie´te´ lisse Y le long d’une courbe lisse, Y est une varie´te´
de Fano et ιY ≥ ιX .
De´monstration. Si Y n’est pas une varie´te´ de Fano, le centre de l’e´clatement π est une courbe
rationnelle lisse de fibre´ normal OP1(−1)
⊕n−1 ([Wi91], Proposition (3.5)), de sorte que ιX = 1,
ce qui contredit l’hypothe`se.
Ve´rifions ensuite l’ine´galite´ ιY ≥ 2. Soient C le centre de π et E son diviseur exceptionnel. Si
C ′ est une courbe rationnelle de Y distincte de C, et si on note encore C ′ sa transforme´e stricte
dans X, on a −KY · C
′ = −KX · C
′ + (n − 2)E · C ′ ≥ ιX . Si ιY < ιX , on ne peut donc avoir
−KY · C
′ = ιY , de sorte que C est une courbe rationnelle qui satisfait −KY · C = ιY .
Soit NC/Y =
⊕n−1
i=1 OP1(ai) son fibre´ normal. On a d’une part
ιY = −KY · C =
n−1∑
i=1
ai + 2,
et d’autre part, si Ci ⊂ E est la courbe de´finie par le fibre´ quotient OP1(ai) de NC/Y ,
−KX · Ci = ιY − (n− 2)ai ≥ ιX .
On en de´duit ιY ≥ ιX , sauf si tous les ai sont strictement ne´gatifs, ce qu’exclut l’e´galite´
∑n−1
i=1 ai =
ιY − 2 ≥ −1.
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3.8. Varie´te´s de Fano spe´ciales. Nous nous inte´ressons ici a` certaines varie´te´s de Fano, que
nous appelons ✭✭ spe´ciales ✮✮, faute d’une meilleure terminologie.
De´finition. Une varie´te´ de Fano de dimension n sera dite spe´ciale si toutes ses contractions
extre´males sont ou bien des e´clatements lisses de centre une courbe lisse ou bien des fibrations de
dimension relative 1 et si elle posse`de au moins une contraction extre´male birationnelle.
Exemple. La varie´te´ X = Pna ×P
1, ou` Pna de´signe l’e´clatement de P
n de centre a, est une varie´te´
de Fano spe´ciale, de pseudo-indice 2 et de nombre de Picard 3. En effet, X posse`de 3 contractions
extre´males : X → Pna et X → P
n−1 × P1, fibrations en P1, et X → Pn × P1, contraction lisse de
centre {a} × P1.
Cet exemple est d’une certaine fac¸on extre´mal comme le montre le
The´ore`me 3.9. Une varie´te´ de Fano spe´ciale X de dimension ≥ 4 ve´rifie ρX ≤ 3.
La de´monstration de ce re´sultat occupe la fin de ce paragraphe.
Lemme 3.10. Soit X une varie´te´ de Fano spe´ciale de dimension ≥ 4 et de nombre de Picard
≥ 4.
(a) La varie´te´ X posse`de au plus une fibration extre´male de dimension relative 1.
(b) Si X posse`de une fibration extre´male de dimension relative 1, d’areˆte R, les contractions
extre´males birationnelles ont pour centre une courbe rationnelle a` fibre´ normal trivial, leur
diviseur exceptionnel E ve´rifie E ·R = 0 et ιX ≤ 2.
De´monstration. Soient π : X → W une contraction extre´male birationnelle de centre une courbe
lisse C ⊂W et de diviseur exceptionnel E et ϕ : X → Y une fibration extre´male d’areˆte R et de
dimension relative 1. Nous allons montrer que π de´termine R, donc ϕ.
Le morphisme ϕ|E : E → Y n’est pas surjectif car ρE = 2 et ρY ≥ 3 ; comme l’intersection
d’une fibre de ϕ|E avec une fibre de π|E est finie, chaque fibre de ϕ|E est de dimension 1. En
particulier, ϕ(E) est de codimension 1 dans Y ; l’image re´ciproque par ϕ d’un point ge´ne´ral de
ϕ(E) est de dimension 1, donc co¨ıncide avec son image re´ciproque par ϕ|E. C’est en particulier
une courbe rationnelle qui domine C, de sorte que cette dernie`re aussi est rationnelle.
Le diviseur E est isomorphe a` P(N∗C/W ), ou` NC/W =
⊕n−1
i=1 OP1(ai). La fibration induite
ϕ˜|E : E → ϕ˜(E), ou` ϕ˜(E) est la normalisation de ϕ(E), est e´quidimensionnelle, de fibre ge´ne´rale
P1 ; c’est une contraction extre´male puisque ρE = 2. Le coˆne de Mori de P(N
∗
C/W ) est engendre´
par deux courbes : une droite d’une fibre de π|E : E → C et une section de π|E. Il s’ensuit que
E est isomorphe a` Pn−2 × P1, que π|E et ϕ|E sont les deux projections et que R est engendre´
par une courbe du type {∗} × P1. Comme n ≥ 4, il y a donc au plus une fibration extre´male de
dimension relative 1.
Ce qui pre´ce`de montre aussi que si X posse`de une fibration extre´male de dimension relative 1,
les contractions extre´males birationnelles ont pour centre une courbe rationnelle de fibre´ normal
trivial. En effet, on a vu que P(N∗C/W ) est isomorphe a` P
n−2×P1, de sorte queNC/W est isomorphe
a` OP1(a)
⊕n−1 pour un entier a convenable et, puisque les courbes du type {∗} × P1 ont un fibre´
normal (dans X) trivial (ce sont les fibres d’une fibration), c’est que a = 0.
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Lemme 3.11. Soit X une varie´te´ projective lisse de dimension 4 et soit π : X → W (resp.
π′ : X → W ′, π′′ : X → W ′′) une contraction extre´male birationnelle lisse de centre une courbe
lisse C ⊂ W (resp. C ′ ⊂ W ′, C ′′ ⊂ W ′′) d’areˆte R (resp. R′, R′′) et de diviseur exceptionnel E
(resp. E′, E′′).
(a) Si R 6= R′ et E ∩ E′ 6= ∅, on a E · R′ > 0 et E′ · R > 0.
(b) Si R, R′ et R′′ sont deux a` deux distinctes et si E∩E′ 6= ∅ et E∩E′′ 6= ∅, on a E′∩E′′ 6= ∅.
De´monstration. Ve´rifions le point (a). Soit x un point de E∩E′. La surface π−1(π(x)), isomorphe
a` P2, n’est pas contenue dans E′ car R 6= R′. Il existe donc une courbe dans π−1(π(x)) passant
par p et non contenue dans E′, d’ou` (a) en e´changeant les roˆles de E et E′.
Ve´rifions le point (b). Soit y ∈ C. Les courbes π−1(y)∩E′ et π−1(y)∩E′′ sont contenues dans
π−1(y), qui est isomorphe a` P2, de sorte que π−1(y) ∩ E′ ∩ E′′ 6= ∅, d’ou` (b).
3.12. De´monstration du the´ore`me 3.9. Supposons ρX ≥ 4. Par hypothe`se, il existe une
contraction extre´male birationnelle π : X →W d’areˆte R1 et de diviseur exceptionnel E1, d’image
une varie´te´ de Fano lisse (proposition 3.7) et de centre une courbe lisse C ⊂W .
Soit C1 une courbe telle que E1 ·C1 > 0. Cette courbe est nume´riquement combinaison line´aire
a` coefficients rationnels strictements positifs de classes engendrant des areˆtes. L’une d’entre elles,
note´e R2, satisfait E1 ·R2 > 0. Le lemme 3.10(b) entraˆıne que la contraction ϕR2 est birationnelle.
Notons R1, R2, . . . , Rk, Rk+1, . . . , Rm, RF les areˆtes de NE(X), ou`
• les contractions ϕRi sont birationnelles de diviseur exceptionnel Ei (noter que π = ϕR1) ;
• ϕRF est l’e´ventuelle unique fibration et, d’apre`s le lemme 3.10(b), Ei · RF = 0 pour tout
1 ≤ i ≤ m ;
• E1 ∩Ei 6= ∅ pour 2 ≤ i ≤ k d’ou`, d’apre`s le lemme 3.11(a), E1 ·Ri > 0 ;
• E1 ∩Ei = ∅ pour k + 1 ≤ i ≤ m, d’ou`, d’apre`s le lemme 3.11(b), E2 ∩ Ei = ∅.
Supposons n ≥ 5. L’intersection E1 ∩ E2 n’est pas vide, de dimension au moins n− 2 ≥ 3 : il
y a donc des courbes de E1 ∩ E2 contracte´es a` la fois par ϕR1 et par ϕR2 , ce qui est absurde.
Supposons n = 4 et ve´rifions que C est extre´male dans NE(W ). Rappelons que ce coˆne est
engendre´ par π(RF ) et les π(Ri) pour i ≥ 2. Pour 2 ≤ i ≤ k, la classe de C appartient a` π(Ri),
ainsi qu’a` π(RF ) : en effet, chaque fibre non triviale de ϕRi intersecte E1 le long d’une courbe
Ci telle que π(Ci) = C, de meˆme, toute fibre F de ϕRF intersectant E1 est contenue dans E1 et
satisfait donc π(F ) = C. Si la classe de C n’est pas extre´male, NE(W ) est donc engendre´ par les
areˆtes π(Ri) pour i ≥ k + 1. L’image π(E2) est un diviseur effectif de W nume´riquement trivial
puisque E2 · RF = E2 · Ri = 0, ce qui est absurde.
E´tudions la contraction extre´male ϕ : W → Y d’areˆte engendre´e par C et montrons que le
diviseur π(E2) est contracte´ sur un point par ϕ. Notons W2 l’image de ϕR2 et C2 ⊂ W2 son
centre. Pour tout y ∈ C2, la fibre ϕ
−1
R2
(y), isomorphe a` P2, contient une courbe dont l’image par π
est C et qui est donc contracte´e par ϕ sur le point ϕ(C). D’autre part, π(ϕ−1R2 (y)) est e´galement
contracte´ sur le point ϕ(C). La contraction ϕ :W → Y est donc ou bien divisorielle ou bien une
fibration. Soit C ′ ∈ R2 une courbe rationnelle de X telle que E2 · C
′ = −1. Il existe un entier
r ≥ 1 tel que
π(E2) · π∗(C
′) = π∗(π(E2)) · C
′ = (E2 + rE) · C
′ = −1 + rE · C ′.
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Or E · C ′ ≥ 1 ; on en de´duit π(E2) · π∗(C
′) ≥ 0 puis, puisque les courbes C et π∗(C
′) sont
nume´riquement proportionnelles, π(E2) · C ≥ 0.
Comme π(E2) est contracte´ sur un point par ϕ, le calcul d’intersection pre´ce´dent montre que
ϕ est une fibration. En particulier, dim(Y ) ≤ 1 et ρW ≤ 2, ce qui est absurde puisqu’on a suppose´
ρX ≥ 4.
3.13. De´monstration du the´ore`me 3.3. Le lemme 3.6 montre que si X est une varie´te´ de
Fano de dimension 4, de pseudo-indice 2 et de nombre de Picard ≥ 5, la contraction extre´male
associe´e a` toute areˆte extre´male de X est soit une contraction divisorielle lisse de centre une
courbe lisse, soit une fibration de dimension relative 1. De plus, comme ρX ≥ 5, il existe sur X
au moins une contraction extre´male birationnelle ([Wi91], Theorem (2.2)). C’est donc que X est
spe´ciale et le the´ore`me 3.9 permet de conclure a` une absurdite´.
3.14. Familles propres de courbes rationnelles. Nous renvoyons au livre [Ko96] pour plus
de de´tails sur les notations et les rappels qui suivent. Soit X une varie´te´ complexe, projec-
tive, lisse et connexe. Soit Hombir(P
1,X) le sche´ma des morphismes birationnels de P1 vers X
et soit Homnbir(P
1,X) sa normalisation. Le groupe line´aire PGL(2,C) agit sur Homnbir(P
1,X)
et Homnbir(P
1,X) × P1. Les quotients ge´ome´triques au sens de Mumford existent et seront re-
spectivement note´s RatCurvesn(X) et Univrc(X). Soit V ⊂ RatCurvesn(X) une famille propre
irre´ductible de courbes rationnelles irre´ductibles surX et soit U ⊂ Univrc(X) la famille universelle
U
ev
−−−→ X
π
y
V
Notons lieu(V ) = ev(U) l’ensemble des points de X par lesquels il passe une courbe rationnelle
C de X telle que [C] ∈ V . Soit x ∈ lieu(V ) ; on note Vx = π(ev
−1(x)) ⊂ V les courbes de V
passant par x, puis Ux = π
−1(Vx) et lieu(Vx) = ev(Ux). Les dimensions de ces diffe´rentes varie´te´s
satisfont
dim(V ) ≥ −KX · V + n− 3(1)
dim(Vx) ≥ −KX · V − 2
ou` −KX ·V de´signe l’intersection −KX ·C pour une courbe rationnelle C de X telle que [C] ∈ V .
Si x est un point ge´ne´ral de lieu(V ), on a
dim(lieu(V )) + dim(Vx) = dim(V ) + 1(2)
et, par le lemme de cassage ([Mo79], Theorem 6),
dim(lieu(Vx)) = dim(Vx) + 1 ≥ −KX · V − 1.
Nous utiliserons de fac¸on re´pe´te´e le re´sultat suivant ([Ko96], II.4.21).
Lemme 3.15. Soit V ⊂ RatCurvesn(X) une famille propre et irre´ductible de courbes rationnelles
irre´ductibles sur une varie´te´ X projective et lisse et soit x ∈ lieu(V ). Toute courbe trace´e sur
lieu(Vx) est nume´riquement proportionnelle a` une courbe C telle que [C] ∈ V .
3.16. La famille V de´termine une relation d’e´quivalence sur X pour laquelle des points x et x′
de X sont e´quivalents s’il existe une chaˆıne connexe de courbes rationnelles de V passant par x
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et x′. Il existe un ouvert X0 ⊂ X et un morphisme propre X0 → Z0 a` fibres connexes vers une
varie´te´ normale dont les fibres sont des classes d’e´quivalence pour la relation pre´ce´dente ([Ko96],
IV.4.16).
3.17. Les cas d’e´galite´. L’objet de ce paragraphe est l’e´tude des cas d’e´galite´ dans (∗).
Proposition 3.18. Soit X une varie´te´ de Fano de dimension 4. Si ρX(ιX − 1) = 4, la varie´te´ X
est isomorphe a` (PιX−1)ρX .
De´monstration. Si ρX = 1 et ιX = 5, la varie´te´ X est isomorphe a` P
4 ([CMS00], [Ke01]).
Supposons ρX = 2 et ιX = 3. Notons ϕ1 : X → W1 et ϕ2 : X → W2 les deux contractions
extre´males, d’areˆtes respectives R1 et R2. Elles sont ou bien divisorielles ou bien des fibrations
(cf. 1.2). Supposons par exemple que ϕ1 soit divisorielle. Le lieu exceptionnel E1 de ϕ1 est
contracte´ sur un point par ϕ1 (cf. 1.2). Rappelons que l’intersection de fibres de deux contractions
extre´males diffe´rentes est finie. Les fibres non triviales de ϕ2 sont de dimension au moins 2, donc ne
rencontrent pas E1, autrement dit, ϕ2 est e´galement divisorielle de lieu exceptionnel E2 disjoint de
E1. Le diviseur −E1 est donc nume´riquement effectif puisque −E1 ·R1 > 0 et −E1 ·R2 = 0, ce qui
est manifestement absurde. Les morphismes ϕ1 et ϕ2 sont donc des fibrations e´quidimensionnelles
de dimension relative 2 (cf. 1.2) et W1 et W2 sont lisses ([ABW92], Proposition 1.4.1). Une fibre
ge´ne´rale F1 (resp. F2) de ϕ1 (resp. ϕ2) est de pseudo-indice 3 par la formule d’adjonction et donc
isomorphe a` P2. Le morphisme F1 → W2 (resp. F2 →W1) est fini et W1 (resp. W2) est isomorphe
a` P2 par le the´ore`me de Lazarsfeld ([La83]).
Les fibres de ϕ2 ne sont a priori pas des sections de ϕ1. Nous allons montrer que de telles
sections existent. Si ℓ ⊂ P2 est une droite ge´ne´rale, Xℓ = ϕ
−1
1 (ℓ) est lisse et connexe. Les fibres
ge´ne´rales de Xℓ → ℓ sont isomorphes a` P
2. Il existe donc une section de Xℓ → ℓ par le the´ore`me
de Tsen ([Ko96], Theorem IV.6.5).
Soit donc C ⊂ X une courbe rationnelle ve´rifiant C · ϕ∗1OP2(1) = 1, de degre´ minimal
relativement au diviseur ample −KX . La courbe C de´termine une famille propre irre´ductible
V ⊂ RatCurvesn(X) de courbes rationnelles irre´ductibles sur X (cf. 3.14). La dimension de V
est au moins −KX · C + 1 ≥ 4 et celle de Vx, pour x ∈ lieu(V ), au moins −KX ·C − 2 ≥ 1. Si la
dimension de lieu(Vx) est au moins 3, il rencontre une fibre ge´ne´rale de ϕ1 au moins le long d’une
courbe et [C] ∈ R1 (cf. lemme 3.15) ce qui est absurde par le choix de C. Ainsi, dim(lieu(Vx)) = 2
et le lieu de V est X par la formule (2) de 3.14.
Il existe un ouvert X0 ⊂ X, une varie´te´ normale Z0 et un morphisme propre q : X0 → Z0
a` fibres connexes dont les fibres sont des classes pour la relation d’e´quivalence de´termine´e par
V (cf. 3.14). La famille V est couvrante et Z0 est donc de dimension au plus 3. Soient F une
fibre ge´ne´rale de q et x un point de F . Comme dim(lieu(Vx)) = 2, on a dim(F ) ≥ 2. Si F est
de dimension au moins 3, elle rencontre une fibre ge´ne´rale de ϕ1 au moins le long d’une courbe.
Comme F est couverte par une famille propre de courbes rationnelles irre´ductibles de V , toutes
les courbes de F sont alge´briquement e´quivalentes a` un multiple de C ([Ko96], IV 3.13.3) et
[C] ∈ R1, ce qui est a` nouveau absurde. Ainsi F est une surface de pseudo-indice 3 par la formule
d’adjonction, donc isomorphe a` P2 ; on a F = lieu(Vx) pour tout x dans F , les courbes de Vx
e´tant les droites passant par x. Notons que F est une section de ϕ1.
Ve´rifions que l’on peut prendre X0 = X. Le fibre´ normal a` F dans X est trivial et le sche´ma
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de Hilbert de X est donc lisse au point [F ]. Soient H son unique composante passant par [F ] et
X ′ ⊂ X ×H la famille universelle. Quitte a` remplacer Z0 par un ouvert dense, on peut supposer
que q est plat et on a un diagramme
X0 −−−→ X
′ ϕ−−−→ X
q
y πy
Z0 −−−→ H
ou` le carre´ est carte´sien et ou` la compose´e des fle`ches horizontales supe´rieures est l’inclusion. Le
morphisme π s’identifie, au-dessus d’un ouvert H0 convenable de H, au morphisme X0 → Z0.
Fixons un point t0 de H et des points x
′
1 et x
′
2 de π
−1(t0). Notons T → H un germe de
courbe lisse passant par t0 et rencontrant H0. Le sche´ma πT : X
′
T → T obtenu par le changement
de base T → H est irre´ductible : il existe donc des courbes T1 → X
′
T et T2 → X
′
T dominant
T et rencontrant π−1T (t0) uniquement en x
′
1 et x
′
2 respectivement. Pour tous points t1 ∈ T1 et
t2 ∈ T2 situe´s au-dessus du meˆme point ge´ne´ral t de T , les points correspondant de X peuvent
eˆtre joints par une (unique) courbe Ct1,t2 ⊂ π
−1
T (t) de V . Cette famille e´tant propre, les courbes
Ct1,t2 de´ge´ne`rent vers une courbe de V , qui est en particulier irre´ductible, joignant x
′
1 et x
′
2. Les
fibres de π sont donc irre´ductibles et deux points quelconques sont relie´s par une courbe de V .
Supposons que le morphisme ϕ contracte une courbe irre´ductible C ⊂ X ′ vers un point x de X.
Celle-ci est horizontale pour π et le lieu couvert par les ϕ(X ′t), pour t ∈ π(C), est de dimension 3.
Ainsi, le lieu couvert par les courbes de Vx est de dimension 3, ce qui est exclu par les arguments
pre´ce´dents. Le morphisme ϕ est donc birationnel et fini : c’est un isomorphisme.
Notons H ′ → Hre´d la normalisation ; il existe une factorisation π : X
′ π
′
→ H ′ → Hre´d et le
morphisme q′ = π′ ◦ ϕ−1 : X → H ′ e´tend q. Le morphisme produit ϕ1 × q
′ : X → P2 ×H ′ est
birationnel (puisqu’une fibre ge´ne´rale de q′ est une section de ϕ1) ; puisque ρX = 2, il est fini :
c’est un isomorphisme. On en de´duit que H ′ est lisse et, comme les fibres de ϕ1, isomorphe a` P
2.
Supposons ρX = 4 et ιX = 2. Par 1.2, toute contraction extre´male birationnelle est divisorielle
et ses fibres non triviales sont de dimension ≥ 2. Ve´rifions que les fibrations extre´males, s’il en
existe, sont de dimension relative 1. Soit ϕ : X → Z une telle contraction ; supposons qu’elle soit
de dimension relative au moins 2. Notons que Z est lisse ([ABW92], Proposition 1.4.1). Puisque
ρX = 4, il existe ([Wi91], Theorem (2.2)) une contraction extre´male birationnelle ; ses fibres non
triviales sont de dimension ≥ 2, de sorte que ϕ est de dimension relative 2. La varie´te´ W est
donc lisse et ψ s’identifie a` l’e´clatement d’une courbe lisse dans W ([AW98], Theorem 4.1). Toute
fibre de ψ|E : E → ψ(E) est en particulier isomorphe a` P
2 et domine Z. Il en re´sulte que Z est
isomorphe a` P2 ([La83]) ce qui est absurde puisque ρZ = ρX − 1 = 3.
La varie´te´ X n’est pas spe´ciale (the´ore`me 3.9) et ou bien toutes les contractions e´le´men-
taires sont des fibrations de dimension relative 1, ou bien il existe une contraction birationnelle
ψ : X → W , divisorielle, dont le lieu exceptionnel E est contracte´ sur un point. Ve´rifions que ce
dernier cas ne peut pas se produire. Il existe alors une contraction extre´male ϕ : X → Z dont le
lieu exceptionnel rencontre E. L’intersection d’une fibre de ϕ avec E e´tant finie, cette fibre est de
dimension au plus 1. Puisque ιX = 2, le morphisme ϕ est une fibration lisse de dimension relative
1 par 1.3. On en de´duit que Z est une varie´te´ de Fano de dimension 3, de nombre de Picard 3
et de pseudo-indice au moins 2 (lemme 2.5) et donc exactement 2 (cf. section 2). Finalement, Z
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est isomorphe a` (P1)3 (proposition 2.3). Posons ℓ = P1×{t, t′}, pour t et t′ ge´ne´raux dans P1. La
surface Xℓ = ϕ
−1(ℓ) est une surface de Hirzebruch et la courbe ℓ′ = E ∩Xℓ est exceptionnelle car
contracte´e par ψ : c’est donc une section de ϕ|Xℓ : Xℓ → ℓ. Le morphisme E → Z est birationnel
et fini : c’est un isomorphisme. On a −KE · ℓ
′ = 2 et −E · ℓ′ > 0 puisque ℓ′ est exceptionnelle dans
Xℓ. Or, par la formule d’adjonction, on a −KE · ℓ
′ = −KX · ℓ
′ − E · ℓ′ > 2 ce qui est absurde.
En conclusion, toutes les contractions extre´males de X sont des fibrations. Le re´sultat cherche´
est donne´ par la proposition 2.4.
4. Le cas torique
Nous montrons dans ce paragraphe que si X est une varie´te´ de Fano torique de dimension n,
on a ρX(ιX − 1) ≤ n lorsque ιX ≥
1
3n+ 1 (n arbitraire) ou n ≤ 7.
4.1. Pre´liminaires. Soit X une varie´te´ torique projective et lisse d’e´ventail ΣX . Nous renvoyons
a` [Fu93] ou [Od88] pour les fondements de la ge´ome´trie torique. Soit G(ΣX) l’ensemble des
ge´ne´rateurs primitifs des coˆnes de dimension 1 dans ΣX ; son cardinal est ρX + dim(X). Notons
V (σ) l’adhe´rence de l’orbite correspondant a` un e´le´ment σ de ΣX .
Rappellons ([Ba91], § 2 et [Ba99], § 2.1) qu’une collection primitive P est un sous-ensemble de
G(ΣX) minimal qui n’engendre pas un coˆne de ΣX . A` toute collection primitive P = {x1, . . . , xh}
est associe´e sa relation primitive
x1 + · · ·+ xh = a1y1 + · · · + akyk,
ou` 〈y1, . . . , yk〉 est le plus petit coˆne dans ΣX contenant le point x1+ · · ·+xh et ou` les ai sont des
entiers strictement positifs. Le degre´ de P est, par de´finition, deg(P ) = h −
∑
i ai, et son ordre
est |P | = h.
Le groupe N1(X) des 1-cycles sur X modulo e´quivalence nume´rique s’identifie au groupe des
relations entre les e´le´ments de G(ΣX) ; toute relation
∑
x∈G(ΣX)
axx = 0 s’identifie a` la classe
d’e´quivalence nume´rique des 1-cycles dont l’intersection avec le diviseur V (〈x〉) est ax.
En particulier, la relation primitive x1 + · · ·+ xh − (a1y1 + · · ·+ akyk) = 0 de´finit un e´le´ment
r(P ) de N1(X). Cette classe est toujours la classe d’un cycle effectif et deg(P ) = −KX · r(P )
([Ba91], Theorem 2.15, [Ca01], Lemma 1.4). La varie´te´ X est une varie´te´ de Fano si et seulement
si toute relation primitive est de degre´ strictement positif et le pseudo-indice ιX ve´rifie alors
|P | = h ≥ deg(P ) ≥ ιX .
Une collection primitive P , ou sa relation associe´e r(P ), sont dites contractibles s’il existe une
application e´quivariante ϕ : X → W vers une varie´te´ torique comple`te W telle que les courbes
irre´ductibles contracte´es par ϕ soient exactement celles dont la classe est dans Q≥0r(P ) ([Ca01],
Definition 2.3). Avec les notations pre´ce´dentes, le lieu exceptionnel de ϕ est A = V (〈y1, . . . , yk〉)
et ϕ|A : A → ϕ(A) est une fibration e´quivariante lisse en P
h−1. Si deg(P ) < 2ιX , la collection P
est contractible ([Ca01], Theorem 4.1).
4.2. Fibre´s projectifs. Soit X une varie´te´ torique projective et lisse. La contraction ϕ : X → Y
d’une areˆte nume´riquement effective de NE(X) est un fibre´ en espaces projectifs, Y est une varie´te´
torique et ϕ est e´quivariant.
Le lemme 2.5 permet de traiter facilement le cas des varie´te´s toriques X pour lesquelles toutes
les collections primitives de ΣX sont disjointes. Cette condition combinatoire est e´quivalente a`
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l’existence d’une suite X = X1 → X2 → · · · → Xr ou` Xr est un espace projectif et Xi est une
fibration en espaces projectifs sur Xi+1 pour i = 1, . . . , r − 1 ([Ba91], Corollary 4.4). Rappelons
enfin que les varie´te´s toriques de nombre de Picard 2 sont pre´cise´ment les fibre´s en espaces
projectifs sur l’espace projectif ([Kl88], Theorem 1) et qu’elles satisfont donc aux hypothe`ses du
Corollaire 4.3. Soit X une varie´te´ de Fano torique. Si toutes les collections primitives de ΣX sont
disjointes, on a ρX(ιX − 1) ≤ dim(X) ; de plus, si ρX(ιX − 1) = dim(X), on a X ≃ (P
ιX−1)ρX .
De´monstration. Il existe donc des fibrations
X = X1 → X2 → · · · → Xr = P
sr
ou` Xi est une fibration en espaces projectifs sur Xi+1 de fibre P
si pour i = 1, . . . , r− 1. En appli-
quant le lemme 2.5, on obtient, par re´currence sur i, l’ine´galite´ ρX(ιX − 1) ≤ dim(X). Supposons
ρX(ιX − 1) = dim(X). Comme ρX = r, dim(X) = s1 + · · ·+ sr et ιX − 1 ≤ min{s1, . . . , sr}, on a
s1 + · · ·+ sr = r(ιX − 1) ≤ rmin{s1, . . . , sr} ≤ s1 + · · ·+ sr,
et donc s1 = · · · = sr = ιX − 1. On ve´rifie enfin que X est un produit d’espaces projectifs par
re´currence descendante sur l’entier 1 ≤ i ≤ r − 1.
4.4. Le cas 3ιX ≥ dim(X) + 3. Soit X une varie´te´ de Fano torique. La preuve du re´sultat
principal repose sur les deux lemmes suivants.
Lemme 4.5. Soit A ⊂ X une sous-varie´te´ irre´ductible invariante de codimension k. Si k ≤ ιX−2,
alors A est une varie´te´ de Fano de nombre de Picard ρX et de pseudo-indice ≥ ιX − k.
De´monstration. Il suffit de prouver le lemme pour k = 1 et ιX ≥ 3 : le re´sultat ge´ne´ral s’ensuit
par re´currence sur k. Soit donc A = V (〈x〉) un diviseur irre´ductible invariant et supposons
ιX ≥ 3. Si P est une collection primitive dans ΣA, ou bien P est une collection primitive dans
ΣX et degA(P ) ≥ degX(P ) ≥ ιX , ou bien P ∪ {x} est une collection primitive dans ΣX , et
degA(P ) = degX(P ) − 1 ≥ ιX − 1. Comme ιX ≥ 2, le diviseur A est une varie´te´ de Fano de
pseudo-indice ≥ ιX − 1. Puisque ιX ≥ 3, il n’y a pas de collections primitives d’ordre 2 (cf. 4.1) :
ΣA a donc exactement un coˆne de dimension 1 de moins que ΣX et ρA = ρX .
Lemme 4.6. Soit X une varie´te´ de Fano torique de dimension n, de pseudo-indice ιX et de
nombre de Picard ρX . Si 4ιX > n+ 4, il existe dans X une collection primitive contractible telle
que la codimension du lieu exceptionnel de la contraction associe´e soit ≤ ιX − 2.
De´monstration. Supposons que toute relation primitive contractible de X soit de la forme x1 +
· · · + xh = a1y1 + · · · + akyk avec k ≥ ιX − 1. On a alors h − k ≥ h −
∑
i ai ≥ ιX , d’ou`
h ≥ ιX + k ≥ 2ιX − 1. D’autre part, si P est une collection primitive non contractible, on a
|P | ≥ deg(P ) ≥ 2ιX (cf. 4.1). Il n’existe donc pas de collection primitive d’ordre ≤ 2ιX − 2 dans
ΣX , de sorte que fj−1 =
(f0
j
)
pour tout j ≤ 2ιX − 2. Puisque X n’est pas isomorphe a` P
n, on a
2ιX − 2 < [n/2] + 1 par la proposition 4.11, ce qui contredit les hypothe`ses.
Nous sommes en mesure de prouver le
The´ore`me 4.7. Soit X une varie´te´ de Fano torique de dimension n, de pseudo-indice ιX et de
nombre de Picard ρX . Si 3ιX ≥ n + 3, on a ρX(ιX − 1) ≤ n (et donc ρX ≤ 3) ; de plus, si
ρX(ιX − 1) = n, on a X ≃ (P
ιX−1)ρX .
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De´monstration. Le the´ore`me se montre par re´currence sur ρX . Si ρX = 1, on a X ≃ P
n et
le re´sultat est de´montre´. Sinon, d’apre`s le lemme 4.6, il existe dans X une relation primitive
contractible qui s’e´crit
x1 + · · ·+ xh = a1y1 + · · ·+ akyk
avec k ≤ ιX − 2. Soit A = V (〈y1, . . . , yk〉) le lieu exceptionnel de la contraction associe´e. D’apre`s
le lemme 4.5, A est une varie´te´ de Fano, ρA = ρX et ιA ≥ ιX − k. De plus, la contraction fait de
A une fibration A→ B en Ph−1, ou` B est une varie´te´ de Fano torique satisfaisant ρB = ρX − 1,
dim(B) = n− k − h+ 1 et ιB ≥ ιA ≥ ιX − k.
Ve´rifions l’ine´galite´ ιB >
1
3 dim(B) + 1. Notons que h ≥ k + ιX ≥ 2k + 2 et que dim(B) =
n− k − h+ 1 ≤ n− 3k − 1 < n− 3k, d’ou`
ιB ≥ ιX − k ≥
1
3
n+ 1− k =
1
3
(n− 3k) + 1 >
1
3
dim(B) + 1.
L’hypothe`se de re´currence donne donc ρB(ιB − 1) ≤ dim(B) et ρB = ρX − 1 ≤ 2 puisque
ιB >
1
3 dim(B) + 1. Finalement :
(ρX − 1)(ιX − k − 1) ≤ ρB(ιB − 1) ≤ dim(B) = n− k − h+ 1
d’ou`
ρX(ιX − 1)− n ≤ ρXk + ιX − h− 2k ≤ k + ιX − h ≤ 0.
Supposons maintenant ρX(ιX − 1) = n et notons qu’il suffit de montrer A = X, c’est-a`-dire
k = 0. En effet, X est alors une fibration en espaces projectifs sur une varie´te´ de Fano torique B
satisfaisant ρB ≤ 2 et le corollaire 4.3 s’applique. Supposons donc k > 0. Les ine´galite´s pre´ce´dentes
sont des e´galite´s, d’ou`
ιB = ιA = ιX − k, ρB(ιB − 1) = dim(B), ρX = ρA = 3, ρB = 2 et h = k + ιX .
La varie´te´ B est donc isomorphe a` PιX−k−1×PιX−k−1 (corollaire 4.3) et, puisque A→ B est une
fibration en PιX+k+1 et ιA = ιX − k, la varie´te´ A est isomorphe a` P
ιX+k−1× PιX−k−1 × PιX−k−1.
L’e´ventail ΣA est donc de´termine´ par les relations primitives
x1 + · · ·+ xιX+k = 0, v1 + · · ·+ vιX−k = 0 et w1 + · · ·+ wιX−k = 0,
ou` l’on a note´ u le ge´ne´rateur de ΣA induit par l’e´le´ment u ∈ G(ΣX) tel que 〈u, y1, . . . , yk〉 ∈ ΣX .
On a ne´cessairement G(ΣX) = {x1, . . . , xιX+k, y1, . . . , yk, v1, . . . , vιX−k, w1, . . . , wιX−k} puisque
ρX = 3. Puisque toute classe extre´male de X se restreint a` une classe extre´male dans A, il doit
y avoir dans X trois relations primitives extre´males, de degre´ au moins ιX , dont les restrictions
a` A sont les relations primitives ci-dessus. La seule possibilite´ est que les relations
v1 + · · ·+ vιX−k + y1 + · · ·+ yk = 0 et w1 + · · ·+ wιX−k + y1 + · · ·+ yk = 0
soient extre´males dans X, ce qui est absurde si k > 0 car ces relations ne sont pas disjointes
([Ca01], Corollary 3.2).
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4.8. Les petites dimensions. Dans ce paragraphe, on e´tudie les cas ιX = [n/2] et ιX = [n/2]−1
lorsqu’ils ne sont pas couverts par le the´ore`me 4.7, c’est-a`-dire respectivement pour n ≤ 7 et
n ≤ 13. Nous en de´duirons que l’ine´galite´ (∗) est toujours verifie´e si n ≤ 7. Nous supposerons
dans la suite n ≥ 4.
Proposition 4.9. Soit X une varie´te´ de Fano torique de dimension n ≤ 13 et de pseudo-indice
ιX = [n/2] ou ιX = [n/2] − 1. Si X n’est pas une fibration en P
ιX−1, l’entier ρX satisfait les
ine´galite´s suivantes :
n = 4 n = 5 n = 6 n = 7 n = 8 n = 9 n = 10 n = 11 n = 12 n = 13
ιX = [
n
2
] ρX ≤ 2 ρX ≤ 2 ρX ≤ 2 ρX ≤ 2
ιX = [
n
2
]− 1 ρX ≤ 4 ρX ≤ 4 ρX ≤ 3 ρX ≤ 3 ρX ≤ 2 ρX ≤ 3 ρX ≤ 2 ρX ≤ 2
Ve´rifions que cette proposition entraˆıne le
Corollaire 4.10. Soit X une varie´te´ de Fano torique de dimension n ≤ 13 et de pseudo-indice
ιX = [n/2] ou ιX = [n/2] − 1. Alors ρX(ιX − 1) ≤ dim(X) et on a e´galite´ si et seulement si
X ≃ (PιX−1)ρX .
De´monstration. L’ine´galite´ ρX(ιX − 1) ≤ dim(X), dans les cas non couverts par le the´ore`me 4.7,
est e´quivalente aux bornes du tableau ci-dessous :
n = 4 n = 5 n = 6 n = 7 n = 8 n = 9 n = 10 n = 11 n = 12 n = 13
ιX = [
n
2
] ρX ≤ 4 ρX ≤ 5 ρX ≤ 3 ρX ≤ 3
ιX = [
n
2
]− 1 ρX ≤ 6 ρX ≤ 7 ρX ≤ 4 ρX ≤ 4 ρX ≤ 3 ρX ≤ 3 ρX ≤ 3 ρX ≤ 3
Si X n’est pas une fibration en PιX−1, la proposition 4.9 implique ρX(ιX − 1) ≤ dim(X) et il
n’y a jamais e´galite´.
Si X est une fibration en PιX−1 sur Z, on a dim(Z) = n + 1 − ιX ≤ (n − 1)/2 et ιZ ≥ ιX ≥
dim(Z) − 1. Si dim(Z) ≥ 5, la varie´te´ Z est un espace projectif (cf. 4.12) et donc ρX = 2 : le
re´sultat est une conse´quence du corollaire 4.3. Si dim(Z) ≤ 4, on a ιZ ≥ 3 et ρZ ≤ 2, de sorte
que le corollaire 4.3 s’applique encore a` X.
Soit PX le polytope associe´ a` X, c’est-a`-dire le polytope simplicial convexe engendre´ par les
e´le´ments de G(ΣX). Les faces de PX correspondent aux coˆnes de ΣX . Soit fj le nombre de faces
de dimension j de PX . Rappelons l’e´galite´ f0 = |G(ΣX )| = ρX + n. L’e´ventail ΣX n’a pas de
collections primitives d’ordre j < ιX , autrement dit,
fj−1 =
(
f0
j
)
pour tout j < ιX .(3)
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De plus, si ΣX posse`de une collection primitive P = {x1, . . . , xιX} d’ordre ιX , la relation associe´e
est ne´cessairement x1+ · · ·+ xιX = 0, puisque son degre´ est au moins ιX . Elle est contractible et
la contraction associe´e est une fibration en PιX−1. Finalement :
fιX−1 <
(
f0
ιX
)
si et seulement si X est une fibration en PιX−1.
Nous renvoyons a` [MMS71] pour les proprie´te´s fondamentales des polytopes simpliciaux. Rap-
pelons en particulier qu’il existe des relations line´aires entre les fj, appele´es relations de Dehn-
Sommerville, de sorte que les nombres f0, . . . , f[n/2]−1 de´terminent tous les fj. Rappelons aussi le
re´sultat suivant ([MMS71], Chap. 2, Proposition 24).
Proposition 4.11. Un polytope de dimension n est un simplexe si et seulement si fj−1 =
(
f0
j
)
pour tout j ≤ [n/2] + 1.
4.12. Remarquons en particulier que si ιX > [n/2] + 1, la relation (3) et la proposition entraˆınent
que X est isomorphe a` Pn. Cela rede´montre dans le cas torique le the´ore`me de Wi´sniewski cite´
dans l’introduction.
Les deux lemmes suivants donnent des relations supple´mentaires entre les nombres fj.
Lemme 4.13. Soit X une varie´te´ de Fano torique. Si ιX > 1, toutes les collections primitives de
ΣX d’ordre ιX + 1 sont deux a` deux disjointes.
De´monstration. Soit P = {x1, . . . , xιX+1} une collection primitive d’ordre ιX + 1. Elle est ne´ces-
sairement contractible puisque deg(P ) ≤ ιX + 1 < 2ιX (cf. 4.1). Ou bien deg(P ) = ιX + 1, la
relation primitive r(P ) est x1 + · · ·+ xιX+1 = 0 et P est disjointe de toutes les autres collections
primitives de ΣX ([Ca01], Corollary 3.2), ou bien deg(P ) = ιX et la relation primitive r(P ) est
de la forme x1 + · · ·+ xιX+1 = y. Supposons par l’absurde qu’il existe deux relations primitives
x1 + · · · + xr + y1 + · · ·+ ys = z et x1 + · · ·+ xr + u1 + · · · + us = v
avec r+s = ιX+1 et r > 0. Comme P est contractible, {y1, . . . , ys, v} doit contenir une collection
primitive ([Ca01], Lemma 3.1), de sorte que s+1 ≥ ιX et r ≤ 2. Si r = 2 et s = ιX−1, la collection
{y1, . . . , ys, v} est primitive, de relation associe´e y1+ · · ·+ ys+ v = 0, ce qui est absurde. Si r = 1
et s = ιX , la collection {y1, . . . , ys, v} est primitive, de relation associe´e y1+ · · ·+ ys+ v = w. Par
ce qui pre´ce`de, on a s = 1 et ιX = 1, ce qui est exclu par l’hypothe`se.
Lemme 4.14. Si X est une varie´te´ de Fano torique de dimension n, on a
12fn−3 ≥ (3n+ ιX − 5)fn−2.
De´monstration. Posons dX =
∑
deg(NC/X), ou` la somme porte sur toutes les courbes invariantes
de X. Si C est une courbe invariante, on a deg(NC/X) = −KX · C − 2 ≥ ιX − 2, de sorte que
dX ≥ (ιX − 2)fn−2. D’autre part, on a dX = 12fn−3− 3(n− 1)fn−2 ([Ba99], Theorem 2.3.7), d’ou`
l’ine´galite´ cherche´e.
De´monstration de la proposition 4.9. Posons k = [n/2] et supposons ιX = k. Comme X n’est pas
une fibration en PιX−1, on a fj−1 =
(f0
j
)
pout tout j ≤ k. Les relations de Dehn-Sommerville
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permettent d’exprimer fk a` l’aide de f0 ([MMS71], § 2.4) :
fk =
k−1∑
j=0
(−1)k−j−1
j + 1
k + 1
(
2k − j
k
)(
f0
j + 1
)
si n est pair,
fk =
k−1∑
j=−1
(−1)k−j−1
(
2k − j + 1
k + 1
)(
f0
j + 1
)
si n est impair.
Le lemme 4.13 donne l’ine´galite´ (
f0
k + 1
)
− fk ≤
f0
k + 1
,
d’ou` les bornes de la premie`re ligne du tableau.
Supposons ιX = k − 1 et que X n’est pas une fibration en P
ιX−1. On a alors
fj−1 =
(
f0
j
)
pour tout j ≤ k − 1 et
(
f0
k
)
− fk−1 ≤
f0
k
.
Les relations de Dehn-Sommerville permettent d’exprimer tous les fj avec j ≥ k a` l’aide de f0 et
fk−1. Si n est pair, on a ([MMS71], § 2.4)
fn−2 = kfk−1 +
k−1∑
j=1
(−1)j
k − j
k + j − 1
(
(k − 1)
(
k + j
k
)
+
(
k + j − 1
k
))(
f0
k − j
)
et
fn−3 =
(
k
2
)
fk−1 +
k−1∑
j=1
(−1)j
k − j
k + j − 2
((
k
2
)(
k + j
k
)
+(k − 2)
(
k + j − 1
k
)
+
(
k + j − 2
k
))(
f0
k − j
)
.
Et si n est impair, on a
fn−2 = (2k + 1)fk−1 +
k∑
j=1
(−1)j
2k + 1
k + j
(
k
(
k + j + 1
k + 1
)
+
(
k + j
k + 1
))(
f0
k − j
)
et
fn−3 = k
2fk−1 +
k∑
j=1
(−1)j
2k
k + j − 1
((
k
2
)(
k + j + 1
k + 1
)
+(k − 1)
(
k + j
k + 1
)
+
(
k + j − 1
k + 1
))(
f0
k − j
)
.
Finalement, en appliquant le lemme 4.14, on obtient fk−1 ≤ Ψk(f0), ou`, si n est pair,
Ψk(f0) =
k3 − k2 + 12
k2
(
f0
k − 1
)
+
k−1∑
j=2
(−1)j−1(k − j)(k + j − 3)!
k(k!)(j!)
(
(k + j − 1)(k + j − 2)k + 12j
)( f0
k − j
)
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et, si n est impair,
Ψk(f0) =
2k3 + 3k2 − 2k + 21
(k − 1)(2k + 3)
(
f0
k − 1
)
+
k∑
j=2
(−1)j−1(k + j − 2)!
(k − 1)(2k + 3)(k!)(j!)
(
2k4 + (4j − 1)k3
+ 2(j2 − 2)k2 + (j2 + 17j + 3)k + 3j(1 − j)
)( f0
k − j
)
.
On de´duit alors du lemme 4.13 l’ine´galite´(
f0
k
)
−
f0
k
−Ψk(f0) ≤ 0,
ce qui donne les bornes de la deuxie`me ligne du tableau par une e´tude directe.
5. Chaˆınes de courbes rationnelles
Soit X une varie´te´ projective, lisse et connexe et soient V 1, . . . , V k des familles propres
irre´ductibles de courbes rationnelles irre´ductibles sur X (cf. 3.14). Fixons x ∈ lieu(V 1), posons
lieu(V 1)x = lieu(V
1
x ) et Z1 = U
1
x (cf. 3.14) et, avec les notations
Uk
evk−−−→ X
πk
y
V k
de´finissons par re´currence pour k ≥ 2 :
Zk = π
−1
k (πk(ev
−1
k (lieu(V
1, . . . , V k−1)x ∩ lieu(V
k))))
lieu(V 1, . . . , V k)x = evk(Zk)
Ukx = lieu(V
1, . . . , V k)x lieu(V
1, . . . , V k−1)x
Le ferme´ lieu(V 1, . . . , V k)x est donc l’ensemble des points y de X tels qu’il existe des courbes
C1, . . . , Ck avec
• [Cj] ∈ V j ;
• les intersections C1 ∩ C2, . . . , Ck−1 ∩ Ck ne sont pas vides ;
• x ∈ C1 et y ∈ Ck.
Lemme 5.1. Si les classes des familles V 1, . . . , V k dans N1(X)Q sont line´airement inde´pendantes
et que lieu(V 1, . . . , V k)x n’est pas vide,
(a) le morphisme d’e´valuation evk : Zk → lieu(V
1, . . . , V k)x est fini au-dessus de l’ouvert U
k
x ,
qui n’est pas vide ;
(b) toute courbe trace´e sur lieu(V 1, . . . , V k)x est alge´briquement e´quivalente dans cette varie´te´
a` une combinaison line´aire a` coefficients rationnels de courbes dans V 1, . . . , V k.
De´monstration. Le re´sultat se montre par re´currence sur l’entier k ≥ 1. Si k = 1, le point (a) est
une conse´quence du lemme de cassage de Mori ([Mo79], Theorem 6) et le point (b) est le lemme
3.15. Supposons k ≥ 2.
De´montrons (a). Soit z un point de lieu(V 1, . . . , V k−1)x ∩ lieu(V
k), qui n’est pas vide par
hypothe`se. Si lieu(V kz ) ⊂ lieu(V
1, . . . , V k−1)x, les classes des familles V
1, . . . , V k sont line´airement
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de´pendantes dans N1(X)Q par hypothe`se de re´currence, ce qui est absurde. Ainsi, U
k
x n’est pas
vide. Si un point y de Ukx ve´rifie dim(ev
−1
k (y) ∩ Zk) ≥ 1,
• soit dim(lieu(V ky )∩ lieu(V
1, . . . , V k−1)x) ≥ 1 et, a` nouveau par hypothe`se de re´currence, les
classes des familles V 1, . . . , V k sont line´airement de´pendantes dans N1(X)Q, ce qui contredit
l’hypothe`se ;
• soit il existe une famille de dimension 1 de courbes rationnelles de V k passant toutes par
deux points distincts de X fixe´s, ce qui, par le lemme de cassage ([Mo79], Theorem 6), est
absurde puisque la famille V k est propre.
De´montrons (b). Soit C une courbe trace´e sur lieu(V 1, . . . , V k)x telle que [C] /∈ V
k. Si C
est dans lieu(V 1, . . . , V k−1)x, l’hypothe`se de re´currence permet de conclure. Supposons donc que
C n’est pas contenue dans lieu(V 1, . . . , V k−1)x. Soit C ⊂ ev
−1
k (C) ∩ Zk une courbe irre´ductible
dominant C, soit S ⊂ Uk la surface irre´ductible π−1k (πk(C)), soit S la surface evk(S) ⊂ X
et soit C′ ⊂ S une courbe dominant S ∩ lieu(V 1, . . . , V k−1)x. Toute courbe trace´e sur S est
alge´briquement e´quivalente dans S a` une combinaison line´aire a` coefficients rationnels de la
multisection C′ et d’une fibre de πk |S : S → πk(S) ([Ko96], II.4.19). Toute courbe trace´e sur S est
donc alge´briquement e´quivalente dans S, donc dans lieu(V 1, . . . , V k)x, a` une combinaison line´aire
a` coefficients rationnels de evk(C
′) et d’une courbe de V k ([Ko96], II.4.4.2). Il reste a` remarquer
que evk(C
′) ⊂ lieu(V 1, . . . , V k−1)x : l’hypothe`se de re´currence permet de conclure.
On en de´duit le re´sultat suivant.
The´ore`me 5.2. Si les classes des familles V 1, . . . , V k dans N1(X)Q sont line´airement inde´-
pendantes, lieu(V 1, . . . , V k)x est vide ou de dimension ≥ −
∑k
j=1KX · V
j − k.
De´monstration. On proce`de par re´currence sur l’entier k ≥ 1. Si k = 1, l’estimation sur la
dimension a de´ja e´te´ mentionne´e en 3.15. Supposons k ≥ 2 et que lieu(V 1, . . . , V k)x n’est pas
vide. Le lemme pre´ce´dent donne
dim(lieu(V 1, . . . , V k)x) ≥ dim(Zk).
Si y est un point ge´ne´ral de lieu(V 1, . . . , V k−1)x ∩ lieu(V
k), on a dim(ev−1k (y)) = dim(V
k
y ) et, si
l’on note
Wk = ev
−1
k (lieu(V
1, . . . , V k−1)x ∩ lieu(V
k)),
on a, en utilisant l’hypothe`se de re´currence,
dim(Wk) = dim(V
k
y ) + dim(lieu(V
1, . . . , V k−1)x ∩ lieu(V
k))
≥ dim(V ky )−
k−1∑
j=1
KX · V
j − (k − 1) + dim(lieu(V k))− n
≥ dim(Vk)−
k−1∑
j=1
KX · V
j − k + 2− n,
d’ou`, par l’ine´galite´ (1) de 3.14,
dim(Wk) ≥ −
k∑
j=1
KX · V
j − k − 1.
Comme dim(Zk) = dim(Wk) + 1, le lemme pre´ce´dent permet de conclure.
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On de´duit du the´ore`me le re´sultat suivant.
Corollaire 5.3. Soit X une varie´te´ de Fano de nombre de Picard ρX et de pseudo-indice ιX .
S’il existe des familles propres irre´ductibles V 1, . . . , V ρX de courbes rationnelles irre´ductibles sur
X dont les classes dans N1(X)Q sont line´airement inde´pendantes et que lieu(V
1, . . . , V ρX )x n’est
pas vide, on a ρX(ιX − 1) ≤ dim(X).
Il n’est e´videmment pas facile d’assurer l’existence de familles propres de courbes rationnelles
irre´ductibles surX ve´rifiant les conditions du corollaire pre´ce´dent. Si R ⊂ NE(X) est une areˆte, les
courbes rationnelles irre´ductibles dont la classe appartient a` R et de degre´ anticanonique minimal
forment une famille propre. En conside´rant ces familles de courbes rationnelles, on montre le
Corollaire 5.4. Soit X une varie´te´ de Fano homoge`ne. On a ρX(ιX − 1) ≤ dim(X).
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